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L’ultim teorema de Fermat

Presentacio

Quan vaig haver d’escollir un tema per fer aquest treball feia poc que havia decidit
que volia estudiar matematiques com a grau universitari. La veritat és que des que
tinc us de memoria que m'agraden les matematiques, pero mai no m’havia plantejat
estudiar-les a nivell universitari. Aixi doncs, un cop comencava a tenir clar cap a on
volia dirigir-me, vaig haver de triar un tema per al meu treball de recerca i vaig tenir
clar que volia fer-lo sobre aquesta disciplina.

De tots els temes possibles, tenia clar que volia endinsar-me en un projecte que no
estigués inclos dins del curriculum de batxillerat, volia anar més enlla i tenir I'opor-
tunitat d'aprendre coses noves. Es per aixd que quan vaig veure l'tltim teorema de
Fermat com una de les propostes, em va cridar l'atencio.

Aquest teorema és un problema quasi irresoluble i envoltat de gran misteri que ha-
via estat segles sense demostrar des que havia estat enunciat. N'havia sentit a par-
lar una mica, pero no en sabia els detalls especifics. Va ser aleshores que vaig veure
clar que seria un bon tema sobre el qual fer recerca i aprendre més. Concretament,
vaig interessar-me pels aspectes més teorics i «purs» de les matematiques.

Aixi doncs, la pregunta que pretenc contestar al llarg del treball és: Quin ha estat el
progrés dels intents de demostracié i com es va poder provar finalment?
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Amb aquesta qiiestioé aspiro a entendre una mica més com funciona una demostra-
ci6 matematica i veure com un mateix problema pot ser abordat des de molts punts
de vista diferents, amb tecniques variades i, 0bviament, amb resultats desiguals.
L'enigma de Fermat pertany als camps més teorics de les matematiques, sense apli-
cacions directes a la vida real. Si shagués demostrat que el que va dir Fermat no es
podia provar, o shagués trobat un contraexemple, no hi hauria hagut cap gran canvi
de paradigma en el si de les matematiques, ni hauria tingut importants conseqiien-
cies fora de la teoria de nombres.

Tot i aixo, el misteri que envoltava el seu plantejament, i el fet que els millors ma-
tematics de cada epoca intentessin, amb més o menys profunditat, resoldre d’'una
vegada per totes aquest enigma, 'ha fet un dels més famosos i ha provocat que se’l
considerés com un dels problemes més complicats de les matematiques. Es aixo, i
no les seves aplicacions, el que fa que aquest sigui un teorema interessant i el que
va fer que em fixés en ell per comencar. Pero, sobretot, alldo que capta l'atencié de
qualsevol és el fet que un problema tan senzill d'enunciar tardés tant temps a poder
ser demostrat.

Metodologia

El metode de recerca que he utilitzat ha estat basicament reunir informacié dels
conceptes que necessitava. Per aconseguir-ho, ha estat necessaria la lectura de lli-
bres sobre el tema en qiiestié aixi com la cerca a internet. En concret, vaig llegir dos
llibres sobre I'altim teorema de Fermat, aixi com altres que tractaven temes més
generals, com els grans problemes de la historia o 'obra de Fermat. A la informacié
que vaig poder trobar en aquestes publicacions, cal afegir-hi la que vaig trobar en
revistes especialitzades i en articles d’internet.

Aixi doncs, un dels reptes als quals em vaig haver d’enfrontar durant el treball va
ser el de connectar tota la informacié que anava trobant. Moltes vegades era dificil
trobar les demostracions de cada matematic i ha estat necessari un important es-
for¢ d’interpretacié, sintesi i connexié d’idees.

Pel que fa a la part practica del treball, he intentat reproduir alguns conceptes mit-
jancant eines informatiques. Amb aixo, pretenc visualitzar un parell de metodes de
calcul de manera geometrica i entendre més a fons el seu significat matematic.

Cos del treball

El treball consta de quatre capitols basics en els quals es desenvolupen diversos
temes d’'interés per entendre el teorema i, especialment, les demostracions.

En el primer introdueixo l'aparicié de les ternes pitagoriques i el seu rol com a punt
de partida per a un dels problemes més famosos de les matematiques, el que ocupa
aquest treball. Per entendre un problema de la magnitud de I'tiltim teorema de Fer-




mat, és important poder apreciar els seus predecessors, és a dir, allo en que es basa.
Aixi doncs, en aquest capitol explico la historia de les ternes pitagoriques i algunes
maneres de generar-ne infinites. En aquesta part del treball es troba una de les acti-
vitats practiques: la interpretacié geometrica utilitzant el GeoGebra de la generacio
de ternes.

Seguidament, en el segon capitol explico el problema de Diofant en qué es va inspi-
rar Fermat per proposar la seva conjectura. Aquest és el problema 8 del segon llibre
del matematic grec. El problema pretén trobar una manera de separar un quadrat
concret en la suma de dos quadrats. Quan Fermat va generalitzar aquest problema
per a un quadrat qualsevol, en realitat no era siné una altra manera de generar ter-
nes pitagoriques. El problema va apareixer quan va intentar fer el mateix per a un
cub. Després d’'intentar-ho va escriure que no era possible expressar una poténcia
més gran que 2 com la suma de dues poténcies de la mateixa magnitud. Aixo és el
teorema de Fermat i el va enunciar de la manera segiient:

«Es impossible que un cub sigui la suma de dos cubs, que una poténcia quarta sigui
la suma de dues poténcies quartes i, en general, que qualsevol nombre que sigui
una potencia superior a dos sigui la suma de dues poténcies del mateix valor. He
descobert una demostracio veritablement meravellosa d>aquesta proposicid, perod
aquest marge és massa estret perqueé hi capiga.»

Amb aix0 quedava plantejat un dels problemes més famosos de la historia: demos-
trar aquesta afirmacié. En aquest mateix capitol també explico la figura del mate-
matic frances i una seleccié de les seves aportacions més importants en el camp de
les matematiques.

En el tercer capitol explico quines han estat algunes de les demostracions més
rellevants al llarg de la historia del teorema de Fermat, de les quals introdueixo
algun tipus de prova. Es interessant apreciar la dificultat creixent dels intents de
demostraci6 al llarg de la historia. En aquesta part es pot veure com els diferents
matematics i matematiques que van intentar resoldre el problema introduien algu-
na idea nova que no havia estat utilitzada fins aleshores per tal de progressar cap

a una demostracié final. Com, per exemple, la introduccié dels nombres imaginaris
per part de Lamé.

El quart capitol és una introduccié a la demostracié que va donar Wiles per al teore-
ma. Aquesta té una dificultat molt elevada, motiu pel qual no he estudiat la demos-
tracié completa, siné I'explicacié dels seus aspectes més importants, com les corbes
elliptiques i les formes modulars, base de la demostracié donada pel matematic an-
gles el 1995. Aixi doncs, també és molt interessant el fet que un problema que en un
principi pertany a la teoria de nombres, acabi relacionant-se amb altres branques de
les matematiques molt diferenciades, i sense una relacié aparent amb ells a priori.
La demostracié d’Andrew Wiles va passar per provar una altra conjectura, la Ta-




niyama-Shimura, pero a més a mes, abans de poder comencar a treballar en aixo, va
ser necessari que Keneth Ribet demostrés primer la conjectura Epsilon, que connec-
tava les dues (T-S i Fermat). En aquest capitol es pot trobar l'altre desenvolupament
practic del treball. Aquest cop, per entendre millor el concepte de corba el liptica,
n’he construit algunes i, aplicant les seves propietats, he estat capac d’aconseguir
diferents metodes per trobar punts racionals d’aquestes corbes. Aixo es basa en la
condicié de grup dels punts de les corbes elliptiques.

El treball també conté de dos capitols addicionals on es desenvolupa altra informa-
cié interessant i connectada amb el teorema, encara que no estigui tan directament
relacionada amb les matematiques de les demostracions.

En un d’ells explico quines han estat algunes de les aparicions del teorema a la te-
levisié i a la literatura, aix{ com curiositats d’altre tipus i la seva importancia en la
cultura matematica popular.

En l'altre, explico quins sén i han estat altres grans problemes per a les matemati-
ques, com els set problemes del millenni o altres conjectures sense demostrar. Es
en aquest capitol on s'explica la importancia d’aquests grans reptes per al progrés
d’aquesta disciplina i, en general, per al de qualsevol altra ciencia.

Per finalitzar el treball, hi ha un apartat d’annexos on he explicat més a fons alguns




conceptes que he anomenat o utilitzat durant 'explicacié de les demostracions; aix{
com una petita biografia dels personatges més importants i aclariments de concep-
tes que no estan relacionats directament amb el cos del treball.

Conclusions

La pregunta que vaig plantejar-me al principi del treball es pot dividir en dues ques-
tions diferents:

- Quin ha estat el progrés dels intents de demostracio?

- Com es va realitzar la demostracié definitiva?

Pel que fa a les preguntes plantejades, gracies al treball i mitjancant una recerca ex-
haustiva he pogut entendre i conéixer les principals demostracions parcials que es
van fer al llarg del temps i he pogut tractar de manera superficial la prova de Wiles.
Personalment estic content amb el resultat de les meves indagacions, i el fet de po-
der veure i entendre diferents enfocaments per a un mateix problema ha estat molt
satisfactori. A més, en entrar en el treball dAndrew Wiles i algunes de les tltimes
demostracions parcials, he vist que les matematiques s6n molt més del que veiem a
l'escola. El nivell de dificultat ha estat cada cop més elevat a mesura que avancava
en la historia, fet que m’he pres com un repte i m’ha animat a continuar aprenent.




Com a intent de resposta concisa a les preguntes exposades més amunt, diria que
el progrés va ser una travessia per diversos matematics de diferents epoques que
«atacaven» amb les eines disponibles, molts cops amb les mecaniques més moder-
nes que existien en el seu moment, el problema a resoldre. Aix0 va acabar quan,
potser perque es van trobar les eines necessaries, potser perque va arribar la per-
sona adequada, finalment va ser demostrada. L'ultima demostracié utilitza meto-
des de matematiques modernes i extremadament complicades, de manera que he
pogut observar que és impossible que fos la demostracié que suposadament tenia
Fermat. Aix0 planteja una pregunta: si la de Wiles és I'tinica demostracié possible
amb la matematica que existeix actualment, és del tot inviable que Fermat tin-
gués una demostracié; aleshores, existeix una demostracié més senzilla que Fer-
mat hagués pogut descobrir? De moment, aquesta pregunta queda sense resposta.
Algunes de les preguntes que també van sorgir mentre elaborava el treball i he in-
tentat respondre durant aquest projecte han estat:

- Quin és l'origen de la conjectura que va llencar Fermat?

- Quin ha estat I'impacte en la cultura popular d’aquest problema?

- Quins han estat i sén altres grans reptes de les matematiques?

Aixi doncs, mentre investigava sobre les qiiestions principals, la curiositat va obli-
gar-me a afegir altres conceptes. Crec que he pogut explicar satisfactoriament l'ori-
gen de l'equacié de Fermat, aixi com certes referéncies del problema a la televisié

i en altres fonts. Per acabar, també estic content d’haver pogut conéixer els grans
problemes de les matematiques. Abans de comencar vaig marcar-me 'objectiu
d’endinsar-me en unes matematiques més pures d’aquelles a les quals estava acos-
tumat i poder entendre el seu funcionament. Tot, mentre apreciava la bellesa de la
disciplina, que no necessita una aplicacio directa a la vida real per ser interessant i
profundament transcendent.

L'estudi de la teoria de nombres té com a finalitat entendre l'aritmética dels nom-
bres naturals i com es comporten entre ells. Es un camp que estudia els nombres
primers i les equacions diofantiques; i per mi ha estat molt sorprenent, perod alhora
interessant, veure com aquesta area es pot relacionar amb tants altres camps com
la geometria o l'analisi.

També vull destacar que mentre investigava i mentre redactava aquest treball he
pogut aprendre moltes coses. Sobretot en el camp de les matematiques, perd també
pel que fa a métodes de recerca i organitzacié del temps. Fent una visid retrospectiva
del meu treball crec haver progressat en matematiques i valoro molt positivament la
introduccié a alguns temes com l'aritmetica modular o l'estructura d'una demostracié.
Finalment, vull destacar que I'elaboracié d’'un treball com aquest porta temps i es-
forg, pero el resultat i els coneixements que es poden adquirir fan que sigui un pro-
cés satisfactori i que val la pena.
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